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Introduction 

Cet ouvrage s’adresse a tous les etudiants en l ere annee d’etudes superieures 
scientiflques (classes preparatoires et l er cycle universitaire) desirant tester 1’outil 
QCM. Ils en decouvriront les nombreuses vertus . 

• Par leur caractere ludique, les QCM sont une invitation permanente a travailler, 
et a le faire avec enthousiasme. 

• Separes en blocs independants, les QCM se pretent particulierement a des sequen- 
ces de travail de courte duree (Vz heure par exemple), propices a une concentration 
et une efficacite maximales. 

• N’exigeant pas de redaction, les QCM renvoient neanmoins a la necessite de 
rediger convenablement un brouillon pour aboutir a la solution exacte. 

• Les QCM confrontent immediatement l’etudiant a une evaluation sans concession. 
II n’y a pas de reussite approximative, aucune possibility de biaiser : c’est bon ou 
c’est faux ! 

• Les QCM, qui ne sont faciles qu’en apparence, renvoient aux fondamentaux 
des programmes, a la difficulty qu’il y a finalement a maitriser parfaitement des 
questions de base, et a la necessite de retravailler constamment ces incontourna- 
bles. Les QCM ont la vertu de secouer le cocotier. 

• Les QCM poussent finalement l’etudiant a se remettre en cause dans ses pratiques, 
et a s’interroger sur la qualite, le plaisir et la gestion du temps, qui sont les 
veritables criteres de la reussite aux concours. 

❖ 

Une grande partie des sujets proposes dans cet ouvrage reprennent, en les adaptant, 
les annales des concours de recrutement de l’Ecole Nationale de l’Aviation Civile 
(ENAC) : concours EPL (Eleves Pilotes de Ligne) et concours ICNA (Ingenieurs du 
Controle de la Navigation Aerienne). 

Les questions ont ete regroupees en QCM de 3 ou 4 questions, et classees en quatorze 
chapitres thematiques, ce qui permet une utilisation reguliere de l’ouvrage tout au 
long de l’annee, a mesure de l’avancee du programme. 

❖ 

Chaque question propose 4 possibilites de reponse : A, B, C ou D. 

Chaque question comporte exactement zero, une ou deux reponse(s) exacte(s). 
A chaque question, le candidat a done le choix entre : 

• selectionner la seule reponse qu’il juge bonne parmi A, B, C ou D; 

• selectionner les deux seules reponses qu’il juge bonnes parmi A, B, C ou D; 

• considerer qu’aucune des reponses proposees n’est bonne. 
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QCM 1 



Relations trigonometriques 

(d'apres EPL 2008) 



Question 1 

Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies ? 

Q V0 e R : cos(56) = 16cos 5 0 + 5cos0 

V0 e K : cos(50) = 16cos 5 0 - 20cos 3 0 + 5cos0 




(d'apres EPL 2008) 

Tl 

Soit n e N*. On cherche a resoudre ^ 
reelle. k=1 




cos (2 kQ) = 0 oil 0 est une inconnue 



Q Si 0 est solution, alors ^ f”j sin 2 [kQ) = 2". 

^ cos(2A:0) = cos(«0)^ C °^ 9 j 

□ L’ensemble des solutions est j— + — . k e zl u I— + kn, keZ 

In n J [2 

II n’y a pas de solution a cette equation. 





chapitre 1 : Complexes 




Question 3 (d'apres ICNA 1990) 

77-1 77-1 

Soient U(a,h) = ^ cos(oc + ph) et V{a,h) = ^ sin(a + ph), avec a et h reels 

p = 0 p = 0 

non multiples de 2k. On note Z = U + iV. 



1 _ P mh 

Z(a,h) = e m — r 
U (a ,h) = V - a,h 



1 Z(a,h) 



□ U(0,h) 



cos 




sin 





(d'apres ICNA 1990) 

77 77 

On pose A(h) = ^cos(pft) et B{h) = ^ p sin(ph). 

p = i p = i 



A(h) = U (~h,h) 



0 A(h) = U (h, h) 



Q B(h) 




□ 



A(h) = 



' 2n + l A 

.— h ) 

. fh 

sm U 



1 

2 
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QCM 2 



Application du plan complexe 

(d'apres EPL 2006) 



Le plan complexe est rapporte a un repere orthonorme direct u , v j . On consi- 
dere une transformation qui a tout point m d’affixe le nombre complexe non nul z, 
associe le point M d’affixe le nombre complexe Z verifiant l’equation : 



Z = 




(H) 



Question 1 

On note z = r.e' 9 la forme trigonometrique du complexe z. 

Q Z n’a pas toujours de forme trigonometrique. 

La forme trigonometrique de Z s’ecrit 

] La forme trigonometrique de Z s’ecrit 

Q La forme trigonometrique de Z s’ecrit 




Question 2 

La partie reelle de Z s’ecrit : 

c°s (-29) 

La partie imaginaire de Z s’ecrit : 
Q sin(-20) 



1 + jcos(20) 

I -( 7 ) sin ( 2e ) 
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chapitre 1 : Complexes 




Question 3 

Soit Z un complexe, distinct de 1, represente sous forme cartesienne par le 
nombre X + iY, oii X et Y sont deux nombres reels. Pour un tel Z, on note z = x + iy 
un complexe solution, s’il en existe, de l’equation (H). On a necessairement : 



□ 

1 



X*1 et Y* 0 

2 z X-l 
X - if = 5 

(x-i y+v 2 



+ y~ = 
□ 2 xy 



X-l 



(x-i Y + y 2 

Y 



(x - 1 y + y 2 



Question 4 

Soit Z un complexe non nul, distinct de 1, de forme trigonometrique Re' 9 . Pour 
un tel Z , on note z = re' e un complexe solution, s’il en existe, de Tequation (H). 
On a necessairement : 



Q /?#lou<p*0 

r 2 = I 

R 2 + 1 - 2/?cos(p 



Q R ^ 1 et cp ^ 2 kn, ou k e Z 



Q r 2 



1 

^R 2 + 1 - 2/icoscp 



Question 5 

On suppose dans cette question que le point m d’affixe le nombre complexe non 
nul z decrit la demi-droite D d’origine 0, privee de 0, de vecteur directeur e 

tel que Tangle ^ ~u, soit egal a tt/ 4. Le point M d’affixe le nombre complexe Z 
verifiant l’equation (H) decrit alors : 

une demi-droite. | le demi-axe 

le demi-axe ( le cercle de centre 0 et rayon %/2. 
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^lWlW+ 



Question 6 



Pour n e N*, on considere l’equation ( E n ) ■. 



f z 2 +l Y 

l ^ J 



= 1 . 



Q Si z 0 est une solution de (EJ, -z 0 et z 0 sont solutions de (EJ. 
Q (EJ a n racines distinctes. 

Q {EJ a 2 n racines distinctes. 



□ 



U 2n I 



2 sin 



kn 



/ k e {1, 2, 3, ... , n - 1 } 



est l’ensemble des 



solutions de (EJ. 



QCM 3 



Interpretation geometrique 

(d'apres EPL 1994) 



Dans le plan complexe C, on considere la fonction : 



/ 



, i z - 2 + 4z 

Z z = 

z-i 



Question 1 

On note D l’ensemble de definition de /. On peut dire que / est : 

Q definie sur D = C \{— i}. 

] l’application nulle. 

une bijection de D sur lui-meme. 

Q involutive (/ of = Id). 
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Question 2 

Soient M le point d’affixe z, M' le point d’affixe z', A le point d’affixe i, B le point 
d’affixe -4 -2 i et 0 le point d’affixe 0. 

Si Ton pose Z = z-i et Z' = z'-i, alors : 



Q zz'=ms-4i 

□ \Z Z'\ = 5 

arg(Z Z') = [AM, AM') (mod 2n) 
Q arg(Z) + arg(Z') = C s,e (mod 2n) 



Question 3 

Si M decrit le cercle de centre A et de rayon 5, alors M' est situe sur : 

Q la mediatrice du segment [OA], [To] le cercle de diametre [OA\. 

Si M decrit une droite passant par A, sauf le point A, alors M’ est situe sur : 
Q le cercle de diametre [AB], Q une droite passant par A. 

Question 4 

Si M' decrit le cercle de centre 0 et de rayon 1 , alors M decrit : 

le cercle de diametre [AB], 
la mediatrice du segment [AB], 

Si M' decrit l’axe des reels, alors M decrit : 

Q une droite passant par B , sauf le point B. 

Q le cercle de diametre [AB], sauf le point B. 
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QCM 4 



Equations complexes 

(d'apres EPL 1991 et 1992) 



Question 1 

Dans C, on considere les equations : 



z 2 - 2z + 1 = 0 (1) 

z 2 - 2z + 1 = 0 (2) 



Q (1) est equation du 2 nd degre et admet done deux racines, 
distinctes ou non. 

si z 0 est une solution de (1), alors z 0 est une solution de (2). 

si z 0 est solution de (1), alors z 0 est solution de l’equation 
du 4 e degre : 

z 4 + 2z 2 - 8z + 5 = 0 (3) 

Q (1) et (2) ont au moins une solution differente. 

Question 2 

Pour l’equation (3) : 

Q 1 nest pas une racine. 

Q on peut mettre en facteur (z - l) 2 dans le membre de gauche. 
Q les racines sont toutes reelles. 

Q il y a trois racines distinctes. 

Question 3 

Les valeurs suivantes sont racines de l’equation (1) : 

Q -1 □ -1 + z 

Q -1 -2 i □ 1 
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^E33H Relations trigonometriques 



Question 1 : re ponses 



BetC 




Pour la valeur particuliere 0 = 0, l’equation de l’assertion A s’ecrit : 
cos(5 x 0) = 16cos 5 (0) + 5cos(0), soit 1 = 16 + 5. 

La reponse A est fausse. 



Formule de Moivre 

ve e R , VneZ : 

(cose + z'sin0)" = (e i9 )" = e im = cos (nQ) + z'sin(zze) 



• Soit le complexe : z = cos (50) + z sin (50) 

A l’aide du binome de Newton, en s’aidant du triangle de Pascal, on obtient : 



z = (cos0 + zsine) 5 = cos 5 0 + 5zcos 4 0sin0 - 10 cos 3 0sin 3 0 

- lOzcos 2 0sin 3 0 + 5cos0sin 4 0 + zsin 5 0 
cos (50) = 91e (z) = cos 5 0 - 1 0 cos 3 0 sin 2 0 + 5 cos 0 sin 4 0 

cos(50) = cos 5 0 - 10cos 3 e(l - cos 2 e) + 5cos0(l - cos 2 0) 2 

cos(50) = cos 5 0 - lOcos 3 0(l - cos 2 0) + 5cos6(l - 2cos 2 0 + cos 4 0) 

cos (50) = 16 cos 5 0 - 20 cos 3 0 + 5cos0 

La reponse B est bonne. 

71 

• Pour 0 = — , la relation precedente s’ecrit : 





1 = 0 = 16cos 5 [ — 1 


- 20cos 3 ( — 


| + 5cosf — 1 


I 2 J 


1 I 10 J 


lio. 


1 UoJ 



cos 



10 



16cos 4 | — |-20cos 2 | — 1 + 5 



10 



= 0 
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soit, puisque cos| ^ j ^ 0 , et en posant x = cos 2 | : 



16x 2 - 20x + 5 = 0 



A = b 2 - 4 ac = 400 - 320 = 80 > 0 done l’equation admet 2 racines reelles 
distinctes : = 5 ~^ e t x, = 5 + 



COS 


& 


j > 0, done : cos 


& 


Or 


0< 


K K 

10 < 6 


done 


cos^ 


et 


cos| 




/ 5 + V5 




,ioJ ^ 


1 8 





5 ± V5 
8 



La reponse C est bonne et la reponse D est fausse. 

Question 2 : a ucun e reponse n'est bonne 



I ,* 

*=i 



sin 2 (£0) = ^ 



i l* 

-j n 



"l-cos(2£0) 



J l 




2 


/ 




1 


" 


( n) 


U 


” 2 


I 

k=l 


y 



nul d’apres l’hypothese 

En utilisant le developpement du binome de Newton, on obtient : 

X (t)“( 1 + 1 )"" 2 " donc 2 (”) s*n 2 (* e ) = t 






La reponse A est fausse. 

Pour la valeur particuliere 0 = 0, l’equation de l’assertion B s’ecrit : 

I C3-CI 



soit encore 2" - 1 = - 
,2 



La reponse B est fausse. 
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chapitre 1 : Complexes 






0 = 0 n’est pas solution de l’equation a resoudre, puisque, si n e N* : 



= 2 " - 1 * 0 



1 u 

k= 1 V* 



5 «>) = I u 

/t=i VA 



Or, 0 = 0 appartient a l’ensemble des solutions proposees, puisque, 
pour k = - 1, 0 s’ecrit : 



7t + _ 7t 7t _ q 

n n n n 



La reponse C est fausse. 



D’apres la formule de Moivre : 



( n\ 



^ cos(2*e) = *el£ I - 1 j_cos (2£0) + i sin (2£0)] =9te (e 2,e ) 

k=i yk) ' v*=i W L ) U=i W 

£ cos(2fc0) = 91e|je 2 ‘ 0 + 1)" - lj = 9Le^e? inB (e‘ 0 + e~ i0 )" - lj 
= 2" cos («0) cos" 0-1 



ce qui revient a resoudre l’equation : coslndlcos" 0 = — 

' ' 2 " 

Penser a factoriser e 2,e ± 1 par e' 9 pour faire apparaitre cos 0 ou sin 0. 
Pour n e N*, on definit / sur R par : /(0) = cos(«0)cos" 0 

On a: /(0) = 1>— et /(— l = o<i- 

J 2" \2n) 2" 

Or,/ est continue done, d’apres le theoreme des valeurs intermediaires : 



30 o e 



0 ,— 

2 n 



\ 

//(0 O ) = — et 0 O est solution de l’equation proposee. 



La reponse D est fausse. 
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A et D 



Question 3 : rep onses 

n - 1 n - 1 

• Z(a,h) = y. [cos (a + ph) + z'sin(a + p/z)] = X e‘ 

p=U p - 0 

II apparait la somme des n premiers termes d’une suite geometrique de pre- 
mier terme egal a 1 et de raison e lh . Or h 2kn, done e lh * 1 et : 



n-1 

,i (<x+pA) _ gia ^ g iph 

p—0 p = 0 



Z(a,h) = e 



l-e" 



\-e u 



La reponse A est bonne. 



.nh 



Z(a,h) = e‘“ —A 



f .nh . nh N 

-i — i — 

e 2 -e 2 



.h 

i— 

e 2 



' m . h N 

i— 

e 2 - e 2 



V 



. f zz/z 

, SUl^ — 

sinf*l 



La reponse B est fausse. 



/z— 1 n-1 

U (a.ti) = X cos ( a + ph) = X 

p = 0 n=0 

R-l 

= X sin 

P = 0 



p=0 



sin 



--(a + p/z) 



— a-ph 
2 ^ 



= y| |-a,-/z 



1 D’apres 1’ assertion A : 

U (0, h) = 5Re[Z(0,/z)]=9te 

Question 4 : reponses 



. ( nh\ 

HzJ 

sinf— 1 

Uj 



Bet D 



La reponse C est fausse. 



( n- \ A . ( nh 

cos zz sin — 

{ 2 ) { 2 

sinful 

UJ 



La reponse D est bonne. 



• A{h) = X cos (p/z) = ^cos[/z + (p - l)/z] = X cos (^ + ph) = U [h,h) 

p= 1 p-1 q = 0 

(en posant q = p -1). 

La reponse A est fausse et la reponse B est bonne. 
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chapitre 1 : Complexes 



— (h) = -Y,psm(ph) = -B(h) 

• D’apres les assertions 4-B et 3-A : 

A(h) = U(h,h) = 9le[Z(h,h)] 



La reponse C est fausse. 



AW) = 



,(n+i)h sin 



nh 



sinful 



n + 1 , ^ . f nh 

cos | h sin — 

2 \2 



sin 



UJ 



En utilisant la transformation cos (a) sin (b) = ^[sin(a + b) - sin (a - &)] , on 



obtient : 



A(h) = 



. 2n + 1 , 

81111 2 ^ h ) 1 



2 sin 



La reponse D est bonne. 



QCM 2 



Application du plan complexe 



Question 1 : rep onse H 

Forme trigonometrique d'un complexe 

Tout nombre complexe Z non nul peut etre mis sous la forme 
trigonometrique : 

Z = \Z\ ,e ‘ arg(z) 



• Ici, Z peut etre nul, si z = ± i. Done Z 
trigonometrique . 



r z .e m + 1 1 _ ['ll 

r z .e i2B r 2 .e m U 2 J 



e -zw 



n’a pas toujours de forme 

La reponse A est bonne. 



Les reponses B et C sont fausses. 
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L’ expression D est bonne, mais n’est pas une forme trigonometrique. 

La reponse D est fausse. 




L’ expression B est la seule qni soit une forme trigonometrique... mais ce 
n’est pas la bonne ! 



Question 2 : re ponses 



BetD 



D’apres la question precedente, Z s’ecrit : 



Z = 1 + ^-^-j e 2,0 =l + ^-^-j [cos (—20) + i sin (—20)] 
= l + [lj cos (20) - i f -^-1 sin(20) 



5K e(Z) = 1 - 



cos(20) 



et 3 rn(Z) = - 




Les reponses A et C sont fausses, les reponses B et D sont bonnes. 



Question 3 : re ponses 



CetD 



Logique 

Soient P et Q deux propositions logiques. 

La negation de « P et Q » est « non P ou non Q ». 




Z = 1 



Z^l 



o X = 1 et y = 0 
<=> X ou Y±0 



La reponse A est fausse. 



Z * 1 done (H) <=> z 2 = ■ 



Z-l 



(1) 



Or, l’equation (1) s’ecrit : 



x 2 -y z + 2 ixy= 



(x + iyf = 



1 



X + iY-1 

X-l-iY _ X-l-iY 
{X -l + iY)(X -l-iY)~ (X -if + Y 2 
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soit finalement, en identifiant membre a membre les parties reelles d’une 
part, et les parties imaginaires d’autre part : 



-y 2 = 



x-i 



(x - 1) + y 2 



et 2 xy = - 



(X - 1) + Y 2 



La reponse B est fausse, les reponses C et D sont bonnes. 



Question 4 : re ponse Q 

Z = 1 <=> R = 1 et <p = 2kn (k e Z) 

Z ^ 1 <=> R^loucp^ 2kn ( k e Z) 

L’assertion A n’exclut pas le cas ou, par exemple : (/?, cp) = (l,2n) 

Or : z = R.e‘ v = 1 .& 21 = 1 • La reponse A est fausse. 



L’assertion B recense bien l’ensemble des valeurs de cp. En revanche, 
elle est trop restrictive par la presence du « et ». Ainsi, le cas oil, par 
exemple : (/?, cp) = (l,7t/2) ne doit pas etre exclu puisque : 

Z = R.e i,f = 1 .e‘* /2 =i* 1 

La reponse B est fausse. 



• D’apres l’equation (1) etablie a la question 3 : z 2 = 

2 I 2| 1 1 

soit encore : r = \z = 



1 



Z-l 

1 



Z — 1| |/f.e zq> — l| |/t.coscp-l + i/i.sincp| 



et finalement : 



^R 2 +1-2 R cos cp 

La reponse C est fausse et la reponse D est bonne. 
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Question 5 : reponse & 



D’apres l’enonce : z = r.e 4 avec r * 0. 

D’apres 1’ assertion A de la question 1, si Z verifie l’equation (H), Z s’ecrit : 



La partie reelle de Z est done egale a 1, et sa partie imaginaire - ^ decrit 
Rl quand r decrit R* . Autrement dit : r 

le point M d’affixe Z decrit la demi-droite I A,-v 1, privee du point A 
d’affixe 1. 

La reponse A est bonne, les reponses B, C et D sont fausses. 



Question 6 : rep onses 



A et D 



Notons <p(z) = 



z 2 + l A 



z 0 solution de (EJ equivaut a (p(z 0 ) = l. 

( p(--Zo) = <p(z 0 ). f(z») = tp(^) et 1 = 1 
Done, si z 0 est solution de (E n ), - z 0 et z 0 le sont egalement. 

La reponse A est bonne. 



Prenons l’inconnue auxiliaire : 



Z = 



z 2 + 1 



(F , ]Z = ^-t± (H) 

(E n ) ^ <| z 2 



Z" = 1 



( 2 ) 



Resolvons (H) : 



(H) <=> z 2 (Z - 1) = 1 
Si Z = 1 , on obtient 0 = 1: pas de solution en z. 

Si Z * 1 : (//)<=> z 2 = 



Z-l 



Or 



1 

Z~^l 



* 0 done (H) admet deux racines non nulles opposees. 
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Les solutions de (2) sont les racines n emes de l’unite : 



Z = e " / yfce{ 0, 1, 2, 3, ... , n-1} 



Pour k = 0 : Z = 1 ne convient pas. 

Done {E n ) est equivalent a : 



1 



. 2kn . kn . kn 

e n - 1 e " - e ' n 2/ sin 



. f ku 
1T1 — 

yn J 



-‘&t) 



0 . f kn 
2 sin 

n 



/ ke{ 1, 2, 3, ... , n-1} 



(E n ) a done (2 n - 2) racines. Les reponses B et C sont fausses. 

1 < k < n - 1 done 0 < — < n et sin ( — | > 0 
n \n 

L’ensemble des solutions de ( E n ) est : 



<z = ± 



1 



2sin f^) 



>/ke{ 1, 2, 3, ... , n-1} 



La reponse D est bonne. 



QCM 3 



Interpretation geometrique 



Question 1 : re ponses 



CetD 






La fonction / est definie sur D = C \{z'}. 



La reponse A est fausse. 



1 A 1’ evidence, / n’est pas l’application nulle. La reponse B est fausse. 
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• f(z) = i <=> 4/ -3 = 0 : impossible. Done / est une application de D 

dans D. 

Soit z' 6 D. On cherche z e D tel que z' = f(z). 

z' = f(z) <=> z'(z-z) = zz-2 + 4z 
z' = f(z) <=> z(z'-z) = iz'-2 + 4i 

Or z' * i, done : 

, . iz'-2 + 4i 

z = j(z) « z = <=> z = /(z) 

z - i 

Done z est solution unique dans D. Par consequent,/ est bijective, et / _1 = /. 
De plus : 

fof= Id n 

Les reponses C et D sont bonnes. 



Question 2 : re ponses 



BetD 



n I >\ r .2 , iz-2 + 4i 

On a, pour (z,z ) e D : z = - 



z-i 



Calculons Z Z' : 

ZZ' = (z - i)(z' - i ) = (z - i ) 



i z - 2 + 4 i 



z-i 



-i = -3 + 4 i 



La reponse A est fausse. 

• \Z Z’\ = |-3 + 4z| = ^(-3) 2 + 4 Z = J9 + 16 = V25 = 5 

La reponse B est bonne. 

' 

Angle entre deux vecteurs et argument d'un complexe 

Si e 1 est le vecteur directeur de l’axe Ox, et si M est le point d’affixe z : 

arg(z) = OM 

Soient trois points A, B, C, avec C distinct de A et B, d’affixes respectives a, 
b et c : 

= arg^— — — j (mod 2n) 
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• ( AM, AM' j = arg 




arg(Z')-arg(Z) 



(mod 2k) 



• Z Z’ = - 3 + 4 i, done : 



La reponse C est fausse. 



arg(Z Z') = arg(Z ) + arg(Z') = arg(-3 + 4z) (mod 2k) 

La reponse D est bonne. 



Question 3 : re ponse Q 

• Si M decrit le cercle de centre A et de rayon 5, on a : 




\z-i\ = \Z\ = 5 



Done, d’apres l’assertion B de la question precedente : 




J£ZI 




Cela signifie que M' est situe sur le cercle de centre A et rayon 1 , dont [OA] 
represente un rayon et non un diametre. 



Les reponses A et B sont fausses. 

• Si M decrit une droite A passant par A, sauf le point A, alors le vecteur 
AM garde une direction constante : 

fe^, AM'') = arg(Z) = a (mod ji) (a est l’angle polaire de A). 

Done, d’apres Tassertion D de la question precedente : 

= arg(Z') = (3 = arg(-3 + 4z)-a (mod tc) 

Cela signifie que M' est situe sur la droite A’ d’angle polaire (3 passant 
par A. 

La reponse C est fausse et la reponse D est bonne. 
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Question 4 : re ponse [3 

• Si M' decrit le cercle % de centre 0 et de rayon 1, on a : 



M' e % <=> 




= 1 



M' e% o Izl = 1 



Or, d’apres l’enonce : 



+ 

CM 

1 


1 

+ 

1 

N 

1 


|z|.| z + 4 + 2z | z + 4 + 2z 


z-i 




1 z “ 


i 




| z - i | \ z -i \ 


M's% 




z + 4 + 2z 


= | z - z ■ et z*i 




<=^ 


BM 


— 


AM 


et M * A. 



Cela signifie que M decrit la mediatrice du segment [AB]. 

La reponse A est fausse et la reponse B est bonne. 

• Soit M d’affixe z (z * i) : 



M'e(Ox) <=> z'el z'=0 o« arg(z') = 0 [n] 

M's (Ox) <=> z'=-4-2z ou arg(z') = 0 [ttJ 



arg(z') = arg 



z z - 2 + 4zA 



z - 1 



= arg(z) + arg 



( z + 4 + 2z" 



z - 1 



= — + 1 MA, MB 



done : 

M'e(Ox ) <=> M = B ou {mA,MB^= 1 ^ (mod tc) 

Cela signifie que M decrit le cercle de diametre AB, sauf le point A puisque 
z * i. 

Les reponses C et D sont fausses. 



26 



chapitre 1 : Complexes 



^E93H Equations complexes 



Question 1 : re ponses 



BetC 




L’equation (1) n’est pas une equation du 2 nd degre, car elle fait inter- 
venir z au lieu de z. La reponse A est fausse. 



• Si z 0 est une solution de l’equation (1), on a : 

z 0 2 - 2z u + 1 = 0 

L’equation conjuguee de (1) est vraie : 

z 0 2 - 2z 0 + 1 = 0 



Or : 




done : 



-2 z n 



+ 1 = 0 



Cela signifle que z 0 est solution de l’equation (2), et que (2) <=> (1). 

La reponse B est bonne et la reponse D est fausse. 

• Si z 0 est une solution de (1), on a : 

z 0 =|(2 0 2 + l) 

En remplagant dans (2), on obtient : 



1 

2 



z 



4 

0 



■ (z 0 2 + 1) - 2z 0 + 1 = 0 
(z 0 2 + 1) 2 - 8z 0 + 4 = 0 



+ 2z 0 + 1 - 8z 0 + 4 = 0 



z 0 + 2z 0 - 8z 0 + 5 = 0 



Done z 0 est solution de l’equation (3). 



La reponse C est bonne. 
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Bet D 



Question 2 : rep onses 

<*»* z = 1 est solution evidente de l’equation (3). La reponse A est fausse. 
• On cherche une factorisation : 



: 4 + 2z z - 8z + 5 = (z - 1) (z 3 + z 2 + 3z - 5) 
4 1 2z 2 - 8z + 5 = (z - 1) 2 (z 2 + 2z + 5) 



On peut mettre en facteur (z - l) 2 dans le membre de gauche de l’equation (3). 

La reponse B est bonne. 

• L’equation z 2 + 2z + 5 = 0 a pour discriminant A = 4 - 20 = -16 et pour 

racines : z = -1 ± 2i 

Finalement, les racines de l’equation (3) sont : 

1 (racine double) 

-i-2?: 

-1 + 2 ? 

WJ* Deux racines de (3) ne sont pas reelles. 

• II y a trois racines distinctes a l’equation (3). 



La reponse C est fausse. 

La reponse D est bonne. 



Question 3 : rep onses 



CetD 



-1 et -1 + i ne sont pas racines de (3), done ne sont pas racines de (1), 
d’apres la question 1 assertion C. Les reponses A et B sont fausses. 

• (-1 - 2 if - 2(-l - 2 i) + 1 = 1 + 4? - 4 - 2(-l + 2?) + 1 = 0 

-1 -2 i est done racine de (1), done le conjugue -1 + 2 i est aussi racine de (1). 

La reponse C est bonne. 



• (l) 2 - 2(1) + l = l- 2 + l = 0 
1 est done racine de (1). 

En conclusion, (1) a trois racines 



La reponse D est bonne. 

1, -1 -2 i et -1 + 2 i. 
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QCM 1 



Fonction exponentielle 

(d'apres ICNA 1990) 



Soit /la fonction definie sur R par : 



si x s R - {-1, 1} , fix) = x exp 




/(-!) = /( 1 ) = 0 



On note C la courbe representative de / dans un repere orthonorme (xOy). 



Question 1 



/ est continue sur R 
Q / est impaire. 

Question 2 

Le signe de /’ est celui d’un polynome p de degre 4. 

Q p(x) = x 4 - x 3 + x 2 - x + 1 
U p(x) = x 4 - 2x° - 2x z - 2x + 1 

p est divisible par x z - (l + V5)x + 1. 

Q p admet quatre racines reelles distinctes. 




Q / est derivable a gauche en -1 et 1. 



Question 3 

Nous avons les limites suivantes : 



Q lim fix) = 

X -> 1 + 

lim fix) = +°° 



lim fix) = 

X -> - 1 + 



lim 

X -> ± « 




= 1 



Question 4 



□ lim 

h c 



e h -1 
o h 



= 1 done la droite d’equation y = x - 2 est asymptote a C. 



HI C admet trois asymptotes. 
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Sur l’intervalle x < 1, C est representee par : 



B 





QCM 2 



Fonctions trigonometriques 

reciproques (d'apres epl 1992) 



On considere la fonction de variable reelle x deflnie par : 



fix) = arcsin 




- arctan 




Question 1 



/ est deflnie sur ] — 1, 1[. 

/est deflnie sur R-{-l, 1}. 

/ est paire car la composee de deux fonctions impaires est paire. 
0 / est impaire car la somme de deux fonctions impaires est impaire. 



Question 2 

Q / est bornee. 

^ / est prolongeable par continuite en 1. 
lim f(x) = ^ 

0 lim fix) = 0 

X 
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Question 3 

Pour x e R + - { 1 } , on pose cp = arctan x 



a 


fix) = 


arcsin 


sin (2?))] - arc tan [tan (2^)] 


□ 


Si 


U E 


K 

.2 


;r 


,arcsin(sin«) = n + u. 


□ 


Si 


u e 


K 

.2 


* 


.arctan (tan u) = -u. 


□ 


Si 


X E 


to, 


ll./(*) = 0. 



Question 4 

Sur ]1 , + °°[, on a : 

Q / est derivable sur [1 , + °°[ 



fix) = k- 2 arctan x 



QCM 3 



Calcul d'une somme 



Soient les fonctions de variable reelle : 

/ : x i-> arctan(x+l) -arctan x 

9 :x „ arctan f — ^ — 1 

w W + x + l ) 



Question 1 

0 - 3 ^<g(x)< 0 V x e K, -n<fix)< 0 

Q Viel, 0 < fix) <k Q V x e R + , 0 < fix) < ^ 

Question 2 

0 Visl, tan [fix) J = tan 
[Uj Viel, f(x) = gix)-K 
Q Vie M +> fix) = gix) 

Q Viel_, fix) = gix) + n 
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Question 3 



Pour ra e N, soit : 



S n = ^ arctan 



1 

k 2 + k + l 



S n = arctan ( 72 ) 

S n = arctan ( 72 ) - 1 
S n = arctan (72 + 1 ) 
S n = arctan ( 72 - 1) 



QCM 4 



Fonctions arg 



Soient les fonctions : 



f-.x argth(sin:t) 

g : x i-> arg chf — - — 
i cos a: 



definies sur 



n n 
2 ’ 2 



Question 1 



On pose, pour x e 



K K 
2 ’ 2 



y = arg th(sinx) 



et 



z = arg ch 




□ J-1. n 

zero, +°° [ 

1 1 

ch 2 y =— done ch y = . 

cos x cos a: 

ch y = ch z done y = z. 
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Question 2 



/ n’est pas derivable en 0. 


V X 6 


71 K 


./■c*) — v 


- 


2 2 


L cos 


Vie 


o 

2 


,c/’(a:) = /’(x) 


Vie 


o 

2 


,S'W = -/W 



QCM 5 



Fonction definie par morceaux 



Soit /la fonction definie sur R par : 

j sixs[0, +~[, fix) = 2x -ln(shx + 1) 
j sixe]-°°, 0], f(x) = e 1/x /l - x 

On note C la courbe representative de / dans un repere orthonorme (xOy). 



Question 1 



Q / n’est pas continue en 0. 

Q / est derivable sur ]0 , + °°[ et a droite en 0. 

Q / n’est pas derivable a gauche en 0. 

Q / est derivable a droite et a gauche en 0, done /est derivable en 0. 



Question 2 



Sur ] 

— 00 > 0],/’(x) est du signe de -x i +2x-2 

Sur [ 0 , +°° [ : 

1 



/’(*) = 2 
/’(*) = 
lim 



sh x + 1 
e x - 3 e~ J + 4 
2(sh x + 1) 

fix) 
x 



= 0 done (Ox) est asymptote a C. 
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Question 3 

Q II existe un reel b et une fonction e tel que, pour x > 0: 
In (sh x + 1 ) = x + b + e(x) avec lim e{x) = 0 
Dans le cas ou l’assertion A est jugee exacte : 

□ 6 = 0 
Q b = In 2 

La droite d’equation y = x-ln 2 est asymptote a C. 



Question 4 

La courbe C est representee par : 




y 




Q 



y 




□ 



y 
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Fonction exponentielle 



Question 1 : reponse m 

• Par operations et par composition,/ est continue sur R - {-1 , 1} . 

• Continuity en -1: 



lim f 1 = oo 

*-» - 1 - vx 


done 


Jim fix) = 0 - /(- 11 


lim f 1 = +°o 

*-» -lj 


done 


lim f{x) = -°° 

x-> -1 + 


Done / est continue a gauche 


en -1, 


mais pas a droite. 


• Continuity en 1 : 






lim f 21 1= oc 
*-»! Vx 3 - 1 J 


done 


lim fix) = 0 = /(l) 

x — >1 


lim ( f X ] = +°° 
*-U. \x 2 -1 J 


done 


lim fix) = +»= 

x — >1 + 



Done / est continue a gauche en 1, mais pas a droite. 

La reponse A est fausse. 



Pourx = +l: /(x)/^-j = 0*l. 

/( 2) = 2 e 4/3 et /(- 2) = -2 er 4/3 
/(- 2) * -/( 2) : / n’est pas impaire. 



Derivabilite a gauche en -1: 



La reponse B est fausse. 



La reponse C est fausse. 



T _ /(*)- /(-D _ » J£) 

x - (-1) X + 1 



Quand * -1_ 



x + 1 



-> +°° et e 
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Pour lever l’indetermination, posons : X = 



x-1 



2x 

x 2 -1 



. Alors : r = 



x-1 

2 



X e x 



>-l, X et X e x 0 (e Y l’emporte sur X ) done lim z = 0 

2 *-> -l 

Done / est derivable a gauche en -1, et /’ (-1) - 0 . 

• Un raisonnement identique conduit a : 

/ est derivable a gauche en 1, et f' g ( 1) = 0 . 

La reponse D est bonne. 

Question 2 : re ponses FfSM 

Sur R - {— 1, 1} : 

x[lx 2 - 2 - 4x 2 )^ 



f\x) = 



1 + - 



(- 2 -l) 



i—l 
0 U 2 -iJ _ . 



p(x) 

(* 2 -l ) 2 



(*) 



avec : p(x) = x 4 - 2x 3 - 2x~ -2x + l 



La reponse A est fausse et la reponse B est bonne. 

Cherchons si p est divisible par x 2 - (l + sfe^x + 1 , e’est-a-dire s’il existe un 
reel b tel que : 

p{x) = '^x i -|l + V5)x + l](x 2 + bx + 1). 

Par identification des deux ecritures, on obtient : 

b = - 1 + V5- 

Done : 

p(x) = [^x 2 - (t + V5)x + lj x 2 + (-1 + V5 jx + lj 



La reponse C est bonne. 
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pix) = 0 « x 2 ~(l + V5jx + 1 = 0 (1) ou x i +(-1 + V5)x + 1 = 0 (2) 

(1) a pour discriminant A = 2 + 2>/5 > 0 et adrnet done deux racines 
reelles distinctes x 1 et x 2 - 

(2) a pour discriminant A = 2-2\/5<0 et n’admet done pas de 
racines reelles. 

La reponse D est fausse. 

Question 3 : reponse m 

D’apres la question 1 : lim f(x ) = +~ et lim fix) = 

Les reponses A et B sont fausses. 



lim 

X->± oo 



[ — r — 1 = lim { — 1 = 0 done lim fix) = et lim fix) = +°=. 
yxr-1) *->+“ \x) 

La reponse C est fausse. 



= done lim = 



La reponse D est bonne. 



Question 4 : rep onses 



BetC 



D’apres l’assertion D de la question 3, C admet une direction asymp- 
totique y = x quand x tend vers i °°. 



fix) -x = x 



lim 






, e h -\ 2x 2 e h -l ^ 2x 

xh . — ; — = — — 7 . — ; — enposant: h = - 



h x -1 h 



x i -1 



f 2x 2 ) 






r e *-r 




- 2 , 


lim h = 0 


et 


lim 


= 1 


U -iJ 


± °° 




y h j 





done : c lim^ [fix) - x] = 2 e t y = x + 2 est asymptote a C en ± °°. 

La reponse A est fausse. 
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Le tableau de variation de / est le suivant : 




C admet trois asymptotes : 

• l’asymptote verticale d’equation r = -l en -1 + 

• l’asymptote verticale d’equation x = 1 en 1 + 

• l’asymptote oblique d’equation f/ = x + 2en + ~ 

Les reponses B et C sont bonnes et la reponse D est fausse. 



QCM 2 



Fonctions trigonometriques 
reciproques 



Question 1 : re ponses 



B et D 



La fonction x i-> 



2x 



est deflnie sur R - {-1, 1} et la 
2x 



1-x 2 

est deflnie sur R, done la fonction x i-> arctan 
R - {-1, 1}. 



1-x 2 



fonction arctan 
est deflnie sur 



• La fonction arcsin est deflnie sur [-1, 1]. 

xf >0 
xf> 0 

Cette double condition est toujours verifiee, 

f 2x \ 

done la fonction x h-> arcsin =- est deflnie sur R. 

1 1 + * 2 ) 

Par consequent,/ est deflnie sur R - {-1, 1}. 



- 1 < 



2x 

1+x 2 



<1 <=> 



- (l + x 2 } < 2x < 1 + x 2 



<=i> 



1 + x + 2x > 0 
1 + x 2 -2x>0 



<=> • 



La reponse A est fausse et la reponse B est bonne. 
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Soit g et h deux fonctions impaires : 

• g oh (-x) = g[h[-x)] = g[-h(x)\ = -g[h(x)\ = -g oh (x) 
done g o h e st impaire. 

• [g + ti)(-x) = g[-x) + h(-x) = -g(x) - h(x) = -(g + h){x) 
done g + h est impaire. 



La reponse C est fausse et la reponse D est bonne. 



Question 2 : re ponses 



A et D 



|Vxe[-l, lj, arcsin x e | - ^ 



V arctan x < 



n n 
2 ’ 2 



done V x s R - {-1, lj , -n< f[x)<K 



Par consequent, /est bornee : la reponse A est bonne. 



lim 



2x 



i U-* 



= +~ et lim 



2x 



Ul-f 



done : lim f(x) ■ 

x-» 1_ 



7T 7T „ i« j*r TC TZ „ 

= 0 et lim f(x) = — + — = 7r*0 

2 2 *-» u 2 2 



Done / n’est pas prolongeable par continuity en 1. La reponse B est 
fausse. 



lim 

X — > +oo 




= 0= lim 

X—> +°o 



2x 

l-x z 



arcsin0 = 0 et arctan0 = 0 done lim/(x) = 0 

X— > +oo 



La reponse C est fausse et la reponse D est bonne. 

Question 3 : re ponses 



A et D 



VieR t -{lj, (p = arctan x <=> x = tan<p et <p< 



0," - * 



f{x) = arcsin f ^ tan *P 1 _ arc tan 
1 1 + tan cp J 



2 tan cp 
1 - tan 2 (p 
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chapitre 2 : Fonctions usuelles 



On reconnait les formules donnant sin a et tan a en fonction de t = tan — 

,2 



sin a : 



2 1 



et tan a = 



2 1 



Done : 



1 + 1 2 1 - t l 

fix) = arcsin [sin (2p)] - arctan [tan (2<p)\ 

La reponse A est bonne. 



Si u < 



K 




„ 77 




377 


— , n 

L2 J 


, arc sin(sinM) s 


0, - 
L 2 


or (n + u) e 


— , 2k 

L 2 J 



La reponse B est fausse. 



En realite, si 




arcsin (sin u) = n-u. 



Si u e 



n 

— , 71 
2 



, arctan(tanw) < 



0 

2 



or -u ( 



n 

- 71 , 

2 



La reponse C est fausse. 



n 

— , n 
2 



, arctan (tan u) = u + n . 



En realite, si He 

Si x e [0, 1[, (p = arctanx< 

done : fix) = arcsin [sin (2 cp)] - arc tan [tan (2cp)~\ = 2q>-2(p = 0 



77 




77 


0, - 
L 4 


et 2 cp e 


0, - 
L 2 



2<p 



La reponse D est bonne. 



Question 4 : reponse □ 

Posons : fix) = arcsin 



2x ^ 

i^7) 



et fix) = arctan 



2x ] 

i^7) 



La fonction arcsin est derivable sur ]— 1 , 1[ et, d’apres la question 1 : 

[(1 + xf > 0 



i 2x i 
-1 < <1 <=> 

1 + x 2 



((1 - x) >0 
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<=> 



x*-l 

x*l 



Done, par composition,/! est derivable sur ]1, + <*>[. 

La fonction arctan est derivable sur R done, par operations et composition, 
/ 2 est derivable sur R, done sur ]1, + <*>[. 

Par consequent,/ est derivable sur ]1, + <»]. 



La reponse A est bonne. 



Sur Jl, +°°[ : l-a: 2 <0 done l-x 2 ) = x 2 -l. 

1 2(l + x 2 )-4x z 2(l - x 2 j 2 



• f'W = 



• J 2 



f 2 ’(x) = 



( 1 + x *f JM( 1 + x 2 ) ( 1 + * 2 ) 

1 2(l-x 2 ) + 4x 2 2(l + x 2 ) 2(l + x 2 ) 2 



1 



r 2x j 2 (1-x 2 ) 2 [l-x 2 f + 4x 2 [l + x 2 f (l + x 2 ) 



Done: /’(x) = / 1 , (x)-/ 2 ’(x) = - 4 

1 + a: 

Les reponses B et C sont fausses. 
On remarque que : /’(x) = -4 (arctan) ’(x) 

Done, sur ]1, + °°[ : f(x) = - 4 arctanx + C 

Or, d’apres l’assertion D de la question 2 : lim fix) = 0 

x-> +“ 

lim fix) = -4 + C = -2n + C = 0 d’ou C = 2n et 

fix) = 2n - 4 arctan x 



La reponse D est fausse. 



QCM 3 



Calcul d une somme 



Fonction arctan 

La fonction arctan est une bijection de R dans 



71 71 

2 ’ 2 



, strictement 

croissante, et : VxeR, y = arctan x x = Xax\y et y 



n n 
2 ’ 2 





chapitre 2 : Fonctions usuelles 



Question 1 : re ponses 



CetD 



V x s R, x 2 + x + 1 > 0 (A - -3 < 0) done g est definie sur R et : 

V x e R, 0 < g{x) < ^ 

La reponse A est fausse. 

VxeR : - — < arctan(x + 11 < — et - — <arctanz< — 

2 2 2 2 

done -7i < fix) < it 

De plus, la fonction arctan est strictement croissante : 
x + \>x done arctan (x + 1) > arctan x e’est-a-dire f{x)> 0 

Finalement : VieM, 0< fix) < n 



La reponse B est fausse et la reponse B est bonne. 

^ ^ j ^ J ^ 

V x e R. : 0 < arctanfx + 1) < — et 0<arctana:<— done — <f(x)< — 
+ 2 2 2 2 

Or, d’apres ce qui precede, f(x) > 0, done : 

Vie E + , 0 < fix) < ^ 

La reponse D est bonne. 



Question 2 : reponses 



A et C 



Posons : a = arctan (x + 1) et p = arctan x, soit fix) = a - P 

Alors : x + 1 = tan a et x = tan p avec a, p e 

tan a - tan p x + l-x 



n 7i 
2 ’ 2 



tan [ fix)] = tan (ot - p) = 



On obtient : 



Viel, tan[/(a:)] = 



1 + tanatanP \ + x{x + \) 
1 



x + x + 1 



■■ tan[g-(x)J 
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Pour tout x reel, tan [fix)] et tan[</(x)] sont done de meme signe. 

Or, d’apres la question precedente : 

Viet, 0 < f{x] <7t et 0 < gix) < ^ 

Done, pour tout x reel, tan[/ (x)] et tan[g(x)] sont positifs : 

V x e I, 0 < f{x) < ^ et 0 < gix) < ^ 

La fonction arctan etant bijective, on a finalement : 

Visl, tan[/(x)] = tan[gr(x)] => fix) = gix) 

Les reponses A et C sont bonnes, les reponses B et D 

sont fausses. 

Question 3 : rep onse Pi 

Pour iieN: 

Sn = S 

k= 0 

et, d’apres la question precedente : 

S„ = ^ gik) = ^ J fik)=^ J [arctan (k + 1) - arctan A:] 

k = U k—O k = 0 

En developpant, les termes s’annulent deux a deux, sauf le premier et le 
dernier terme. Ainsi, en posant k' = k + 1 : 

n n 

S n = V arctan (k + 1) - £ arctan A: 

k=0 k-0 

n+ 1 n 

S n = ^ arctan A;' - ^ arctan A: 

*= 1 k = 0 

S„ = arctan (n + 1) - arctan 0 

0 

S n = arctan (n + 1) 

La reponse C est bonne, les reponses A, B et D 

sont fausses. 

Cette methode est appelee « methode des dominos ». 
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Pour x f 



Pour x ( 



K 


n 


2* 


2_ 


K 


K 


2’ 


2 



, sin a: e] - 1, 1L done jel, 

La reponse A est fausse. 



, cos x e ]0, 1 ] done 



cos a; 



:[1, 



et z e [0, +~[ 



Or : ch y > 0 



ch 2 y = 



et 



1 



La reponse B est bonne. 
1 



1 - tip# 1 - sin 2 x cos 2 x 
1 



cosz 



>0 



done 



chy = 



cosx 

La reponse C est bonne. 



On a done : ch y = ch z or la fonction ch est paire, done : y = + z 
Plus precisement, puisque z e [0, +°=[ : 

• Si y e M y = -z 
•Si ye R+, y = z 



La reponse D est fausse. 



Question 2 : reponse □ 



/ est derivable sur 



n n 
2 ’ 2 



par composition de fonctions derivables. 



45 



La reponse A est fausse. 






Vie 



n n 
2 ’ 2 



f’W = 



1 



1 



1 - sin x 



cosx = — n— cosx = 

cos x cosx 

La reponse B est fausse. 



La fonction argch est derivable sur ]1, + °°[ mais n’est pas deriva- 
ble en 1. Done, par composition de fonctions, g est derivable sur 
k n 



2 2 



- {0} , ce qui ne signifie pas que g n’est pas derivable en 0. 



Les theoremes d’operations et de compositions de fonctions derivables ne 
permettent pas de conclure lorsqu’une des fonctions n’est pas derivable. 
Par exemple : 

x \fx n’est pas derivable en 0 mais x i-» [Sf = x est derivable en 0. 
est derivable en 0 



Vie 



-§. f -ioi. 



g’M = 



l 



sin* 



sinx 



cos x sinx cosx 



cos x 



Si x ( 



- — , 0 , sinx < 0 done Isinxl = -sinx et <jr’(x) = — = - /’(x). 

2 I cos x 



La reponse C est fausse. 



D’apres ce qui precede : 
Vie 



0, 

2 



g[x) = -fix) + C (1) 



/et g sont definies et continues en 0, et : ^(0) = /( 0) = 0 

done, en faisant tendre x vers 0 dans (1), on obtient : C = 0. 

On peut des lors fermer l’intervalle en 0 : 



Vie 



0 

2 



fif(x) = -/(x ) . 

La reponse D est bonne. 



QCM 5 



Fonction definie par morceaux 



Notons les restrictions suivantes : 

. g = f \ [0 : x i-> 2x-ln(shx + l) 

• h = f | : x i-> e 1,x \ll-x 



46 





chapitre 2 : Fonctions usuelles 



Question 1 : re ponse [3 

• Les fonctions g et h sont continues, et derivables par operations et compo- 
sitions de fonctions derivables ( x %/l - x est derivable pour x < 1). 



V x e [0, +<*>[, g’[x) = 2 

Vie 0[, h’(x) = e v 



ch x 
sh x + 1 

4 VT 



2 sh x - ch x + 2 
sh x + 1 



. — x-i 



2vr^ 



2x 2 -Jl-x 



(x 2 -2x + 2) 



Done /est continue et derivable sur ]0, + °°[, 0[ et a droite en 0. 



• Par ailleurs : /( 0) = <7(0) = 0 

Examinons la continuity a gauche en 0 : 

Quand x -» 0_ : — -oo done e 1,x 0 et lim f(x) = 0 = /( 0) 

x * -> o_ 

• Done / est continue a gauche et a droite en 0, e’est-a-dire continue en 0. 

La reponse A est fausse. 

/est derivable a droite en 0 : f’ d { 0) = fif’(O) = 1 

La reponse B est bonne. 

• Examinons la derivabilite a gauche en 0 : 



Sur ]-°o, 0[ : 

._ /(*)-/( 0) _ e Ux Jl^: 



lim Z = -» 
0 _ 



Done / est derivable a gauche 



- - -s/l - x [Z e z ) enposant Z = — 

d’ou lim (Z e z ) = 0 et lim r = 0 

0 _ ' ' 0 _ 



enO, et: /’„( 0) = 0. 

joni 

La reponse D est 



La reponse C est fausse 

• f’ g ( 0)* /’ d (0) done / nest pas derivable en 0. 
fausse. 

Question 2 : r eponses 

•Vie ]-°°, 0[ , 

e 1,x (x 2 -2x + 2) 

t ’(x) = h’(x) = v , , - 

2x S/1 - " 



A et C 



est du signe de -x' + 2x-2. 
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La reponse A est bonne. 




V x s JO, +°°[ , 



fix) = g'ix) = 2- 



ch x 
shx + 1 



2 sh x - ch x + 2 
sh x + 1 



-_Xzk 



sh x + 1 



fix) 



e x - 3e * + 4 

2(sh x + 1) 



La reponse B est fausse et la reponse C est bonne. 



fix) _ e 1 



x x 



1 



lim fix) = +°° et = J-x\ 1 — | = e 






done : 



lim 



direction (Ox). 



C adrnet une branche parabolique dans la 

La reponse D est fausse. 



Question 3 : reponse □ 



Pour x > 0: In (sh x + 1) = In 



1 "1 

- (e 1 - e~ x +2) = In [V (l - e~ 2x + 2e ~ x ) J - In 2 



In (sh x + 1) = x - ln2 + ln(l -e 2x +2e x ) 

Soit : six) = ln(l — & 2x + 26 x '\ on a : lim e(x) = 0 et 6 = -ln2 

' ' X -> +00 



La reponse A est bonne, les reponses B et C sont fausses. 



Pour x>0 : fix) = x + In 2 - six) done la droite d’equation 

y = x + In 2 est asymptote a(!en + ». 

La reponse D est fausse. 

Question 4 : re ponse □ 

\X = e x >1 

Pour x > 0 : e I -3e :c +4>0 <=> ( 

yx l + 4 X - 3 > 0 

A’ = 7 , X 1 = -2 - 77 < 0 , X z = -2 + sff e [0, 1[ 

Done, V x e ]0, + °°[ : e x - 3e 1 + 4 > 0 done fix) > 0 

Compte tenu des resultats des questions precedentes : la reponse B est 

bonne, les reponses A, C et D sont fausses. 
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^lWlW4-1 



QCM 1 



Equation lineaire du 1 er ordre 

(d'apres EPL 1994) 



Soient les equations differentielles associees : 



x(2-x)y' + (l-x)y = t (E) 
x(2 - x) y' + (1- x)y = 0 ( H ) 



On note I 3 = 0[ , I 2 = ]0, 2] et I 3 = ]2, +■»[. On pose U = I t u I 2 u I 3 . 

Question 1 

C designant une constante quelconque, les solutions de (H) sur U sont : 



y = C J \x{2-x)\ 

V |^( 2 -^)! 

y = sjx(2 - x) est une solution de (H) derivable sur I 2 . 



y = —, est la seule solution de (H) continue sur U. 

VK 2 -*)I 



Question 2 

Sur l u (H) : 

Q n’admet aucune solution. 

Q admet une infinite de solutions. 

Sur R, (H) : 

Q admet trois solutions distinctes, et trois seulement. 
Q n’admet que la banale solution nulle. 
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-j il»] 



Question 3 



Pour ie{ 1, 2, 3 }, notons f t une solution particuliere de (H) sur I,-. On effectue 
dans (E) le changement d’inconnue (methode de la variation de la constante) 
defini par y(x) = f(x)z{x), avec x e I,-. 



On note, pour tout reel t* 0 : 



z verifie sur U la relation : 

u z' - yjx(2-x) 

,,_ sgn[x(2-x)] 

>/|*(2-*)| 



f sgn(t) = 1 si t > 0 
[ sgn(t) = -1 si t < 0 



z’ = , 1 

Vl*( 2 -*)l 

„/ _ sgn[x(2 - x)] 
V x(2-x ) 



Question 4 

Pour i e{l, 2, 3}, on note F t une primitive sur I ; de : 

1 

X . 

y |x 2 - 2x| 

F 2 (x) - arcsin \x - 1| F 2 (x) - arccos(l - x) 

Q fj(x) = argch(l -x) Q F 3 {x) = argch(x - 1) 



QCM 2 



Raccordement 



Soit 1’ equation differentielle : e x - 1 y' + e x y = <p (x) (E) 

ou <p est une fonction continue sur R a valeurs reelles. On note (E 0 ) l’equation 
homogene associee a (E), et I un des intervalles 0 [ ou ] 0, + <*>[. 



Question 1 



Q (E 0 ) admet une infinite de solutions sur i. 

(E) peut ne pas avoir de solution sur I pour certaines fonctions cp. 
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^lWlW+ 



S’il existe une solution de (E) sur I, alors elle est obligatoirement : 
Q unique. Q continue sur I. 



Question 2 

Une solution de (E 0 ) sur I est : 

1 1 

y 0 ■ x ^ ^ j r ^ y a ■ x ^ 

C etant une constante reelle quelconque, les solutions de (E) sur 1 sont : 

c x c i r f x 

y : x h-> <p [t)dt + y : x i-> — — - cp (t)dt + C 

Jo e -1 e -1 L Jo 



Question 3 

Q (E 0 ) n’admet pas de solution sur R. 

Q (E) admet une unique solution sur R telle que y (0) = 1 . 

Si (E) admet une solution sur R, alors elle est obligatoirement: 
continue sur R. Q derivable sur R. 

Question 4 

Dans cette question, on prend tpfx) = 2x. 

Une solution particuliere de (E) sur R* est : 

□ x 2 n x 2 

U, : X i r tf, : X h-> 

31 e -1 

Q (E) n’admet pas de solution sur R. 

Q (E) admet une unique solution sur R. 
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-j il»] 




Equation lineaire du 2 nd ordre 

(d'apres EPL1992 et 2006) 



Soit co e R* . On considere l’equation : 

y" = -a 2 y (E) 

d’inconnue y : R — > R deux fois derivable. 

Question 1 

Q II n’existe aucune solution reelle de (E) car l’equation 
caracteristique r 2 + co 2 = 0 n’a pas de solution dans R. 

Q a et b etant deux reels donnes, (E) admet une unique solution 
reelle telle que #(0) = a et y'( 0) = b. 

Dans le cas ou l’assertion B est jugee exacte, cette solution est 
definie par : 

y(x) = bcos(ax) - — sin(cox) y(x) = asin(cox) + — cos(cox) 

Question 2 

On prend dans la suite co = 2. 

On considere 1’ equation : 



y" + 4y = 8x[2cos(2x)-sin(2x)] (1) 



Q y a : x i-> e 2n est solution complexe de (E). 
y 0 : x k> cosx-sinx est solution de (E). 



Une solution de (1) telle que y r ( 0) = 1 et c/'(0) = 1 est : 
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Question 3 

On considere l’equation : 

y" + Ay = f(x) (2) 

ou / est une fonction continue sur R, a valeurs reelles. 

Soient F, G et H les fonctions definies par : 

F(x) = - f f(t)s\n(2x-2t)dt G(x) = f f{t)cos{2t)dt Fl{x)=\ /(t)sin(2f)dt 
2 Jo Jo Jo 

G etH sont deux fois derivables sur R. 

Viet, F(x) = ^i//(x)cos(2%) + G(x)sin(2x)J 

F est 2 fois derivable sur R et verifie (2). 
y : x i-» cos(2o;) -h sin(2x) + est solution de (2). 



QCM 4 



Changement de variable 

(d'apres EPL 2008) 



On cherche a resoudre l’equation fonctionnelle : 



V x e ]0, 



+ «>[ -/'(*) = / 




(P) 



oii l’inconnue /est derivable sur [0, + <*>], a valeurs reelles. 

Soit l’equation : x 2 y" + y = 0 (E) 

d’inconnue y deux fois derivable sur un intervalle I de R, a valeurs dans R. 



Question 1 

Dans (E) : 



pour / = [0, + <*>[, on peut faire le changement de variable x = \lt 

(te[0, +■»[)• 

pour I = ]0, + oo[, on peut faire le changement de variable 
x = e‘ (t e R). 
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Si l’assertion B est jugee exacte, on pose x = e‘ et V £eK, zit) = 

(y est deux fois derivable sur ]0, +°°[) <=> (z est deux fois 

derivable sur R). 

y est solution de (E) sur ]0, + si et seulement si z est solution 
de z" + z' + z = 0. 



Question 2 



A, B, a et cp etant des constantes reelles quelconques, (E) a pour solutions sur 
10, + ~[ : 



A V3 . 

— lna: + cp 
2 v 



y : x i-> aVxcos 
y \ x i-> Vx|^ricos(V3 x) + £sin(V3:r)j 



y ■■ x i-> a cos 






- In x + cp 



X h-> x 2 


ricos 


rv 3 , ] 


+ i?sin 


f V 3 . 






{ 2 J 




{ 2 JJ 



Question 3 



On note / une solution de (P), et A B et a des constantes reelles quelconques. 
Q /est 2 fois derivable sur ]0, + <*>[ et est solution de (E). 

D J\X) = yfx 



[a fA ' 


+ i?sin 


— inx 


L l 2 , 




{ 2 JJ 



fix) = a yfx cos 



0 fix) = afx 



cos 



, n 

— in x — 

V 2 6 

>/3 7l' 

— mx + — 

2 3 
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a* 



i 




Equation lineaire du 1 e ordre 



Question 1 : Aucun e reponse n'e st bonne 




Les constantes C lf C 2 et C 3 ne sont pas forcement egales sur chacun des 
trois intervalles disjoints 1^ I 2 et I 3 . 

Les reponses A et B sont fausses. 



Solutions d'une equation differentielle lineaire homogene du 
1 er ordre 

Les solutions sur un intervalle I de l’equation differentielle : 

y' = a(x)y 

oil a est continue sur I, sont : 

y : x Ce AM 

oil A est une primitive de a, et Ce R. 



Sur Ij ou I 2 ou I 3 : (H] <=> y’ = 



x — 1 
x(2-x ) 



ip(x) = — y — = — — -Ly = -— U — en posant u(x) = 2x-x 2 
x(2-x) 2x-x 2 u{x) 

Done, une primitive de cp s’ecrit par exemple : 



j"ip(x) cfe = -i ln([n(x)|) = -i ln(|x(2-x)|) = In 



JJxi^^x)] 



et les solutions sur un des intervalles Ij ou I 2 ou I 3 sont : 



y = C exp 



In 



a/ \x{2~x)\ 



C 



,C e ] 



Vl*(2-*)f 

La reponse C est fausse. 



Les solutions sur U sont : 



Pour i e {1, 2, 3}: V x g /,, y(x) = 



yj |x(2 - x)| 



, C, constante sur I,-. 
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Toutes les solutions d’une equation differentielle sont derivables, done 
continues. 

La reponse D est fausse. 



Question 2 : re ponses 



Bet D 



Sur Ij, (H) admet une infinite de solutions : 



yix) = , Cl CC\ e R). 

>/l*(2-*)| 



La reponse A est fausse et la reponse B est bonne. 



Soit / une solution de (H) sur R, si elle existe. Alors, la restriction de / sur 
I,- est : 



x i-> 



C, 

Vl*( 2 -*)l 



Or : lim , = = lim , - = +°o 

VI x ( 2 - x )\ x ~* 2 V l x ( 2 “ x )l 

Done, pour que / soit continue en 0 et en 2, il faut que C 1 = C 2 = C 3 = 0, 
e’est-a-dire que la seule solution de (H) sur R est/= 0. 

La reponse C est fausse et la reponse D est bonne. 

Question 3 : re ponse Q 

• Sur I ; , notons : sgn[:r(2 - x)\ = £,■ (constante). 



Prenons pour solution particuliere : fix) = 

z[x) 



y[x) = fix) zix) = 
z'ix ) 



V \ x ( 2 ~ x )\ 

z(x) 



y'ix) = 



1 -x 



V 6 ^ 2 -*) 



- zix) 



x(2-x)^]E i x(2-x) 



En reportant dans (E), on obtient : 

x(2-x) z'ix) (1-x) zix) (1-^) zix) 
V E i x (2 - x) V E i x(2- x) y ]e i x(2-x) 
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soit finalement : 



Z ' M = J x ( 2 ~ x ) d = d 

x{2-x) ^,*(2-*) 



sgn[x(2-x)] 



La reponse C est bonne, les reponses A, B et D sont fausses. 

Question 4 : re ponses 

Sur U, notons : (p : x i-> 



Bet D 



1 



iw- 



Sur I 2 : x(2-x)>0 done cpfx) = 

Soit ®(x) = arcsin \x - 1| sur I 2 : 



1 



yjx( 2 - x) 

[ sixe]0, 1], <S(x) = arcsin(l -x) 
| si x e [1, 2[, O(x) = arcsin(x - 1) 

<t> est derivable sur ]0, 1] et sur [1, 2[, done a droite et a gauche en 1 : 

1 1 






yjl-ll-xf yjx{2-x) 

■ O'd) * 0^(1) done d> n’est pas derivable en 1. 



= -q>d) 



et 



0/(1) = -l 

®id) = l 



La reponse A est fausse. 



Soit 4'(x) = arccos(l - x) sur I 2 : 
(- 1 ) 



y'(x) = - 



Vm 1 -*) 2 



= q>d) 



La reponse B est bonne. 



1 



• Sur Ij et I 3 : x(x-2)>0 done cp(x) = -, 

Jx(x- 2) 

Soit G(x) = argch(l - x) sur I 3 . 1-x >1, done G existe sur I 3 et : 

1 



G'(x) = - 



Vt 1 -*) 2 



- = -cpd) 



La reponse C est fausse. 

Soit H(x) = argch(x - 1) sur I 3 . x -1 > 1, done H existe sur I 3 et : 

1 



H'(x) = 






= cpd) La reponse D est bonne. 
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Les solutions de (E), non 
reelles : 

- sur E : z'(x) = , 1 

sjx(x - 2) 

- sur I, : z'(x) = 2 

V*( 2-x) 

- sur I 3 : z'(x) = . _1 

Jx{x-2) 



demandees, sont, avec 

done i/M = , ^ 

~Jx(x-2) 

done «(x) = * 

Vx( 2-x) 

done i Ax) = , 

V*(*-2) 



C ls C 2 , C 3 constantes 
[argch(l-x) + CjJ 
[arccos(l-x) + C 2 ] 
[-argch(x - 1) + C 3 ] 



QCM 2 



Raccordement 



Question 1 : re ponses 



A et D 



• Sur I : e*-l * 0 done (E) est une equation differentielle lineaire du l er 

ordre, et admet d’apres le cours une infinite de solutions sur 1. II en va de 
meme pour (E 0 ). 

La reponse A est bonne, les reponses B et C sont fausses. 



• Une solution de (E) sur I est forcement derivable sur I, done continue sur I. 

La reponse D est bonne. 



Question 2 : re ponses 



BetD 



La methode qui consiste a reconnaitre dans le premier membre de (E), 
lorsque cela est possible, la derivee d’un produit, est la plus rapide. 



•(E 0 ) <=> Vxel, [(e*-l)y]' = 0 
(E 0 ) <=> Viel, (e* -1 \y(x) = C, C constante reelle 
(E 0 ) <:=> Vxel, y(x) = —f— CeR 

La reponse A est fausse et la reponse B est bonne. 

• (E) <=> Vxel, [je* - l)y] ' = cp(x) 

(E) <=> Vxel, \e z - l)f/(x) = ®(x) + C 



ou <t> est une primitive de cp sur I, et C une constante reelle. 
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Or (p est continue sur R, done O(x) = f (p(t)dt convient sur chaque intervalle I 

Jo 

Les solutions de (E) sur I sont finalement \ y ■. x i-> — j* (p(£) dt + C 

La reponse C est fausse et la reponse D est bonne. 

Question 3 : rep onses l«El»l 

• Cherchons une solution / de (ii 0 ) sur R, si elle exist e.f doit etre continue. 



Or : 



/ 



lim 



]— . o[ 



1 



: X 



Cl 

e 1 -1 



et / 



10. H 



X 



c. 



e x -1 



X-> 0 Q X 



~ — |-oo 



Pour que / soit continue en 0, il faut que C 1 = C 2 = 0, done l’unique solution 
de (E 0 ) sur R est /= 0. 

La reponse A est fausse. 

_ Pour x = 0, l’equation (E) devient : y{ 0) = cp(0) 

In 

■y Done, si cp(0) * 1, (E) n’a pas de solution sur R telle que z/(0) = 1. 

La reponse B est fausse. 

• Toute solution d’une equation differentielle 
sur R. 



sur R est derivable et continue 

Les reponses C et D sont bonnes. 



Une equation y' + a(.r) y = b(x) (1) avec a et b continues sur un intervalle 
I admet une unique solution telle que i/(x 0 ) = y 0 . 

Ce resultat ne peut pas s’appliquer dans le cas present car l’equation (E) ne 
peut pas se mettre sous la forme (1) sur R puisque e x - 1 = 0 <=> x = 0. 

Question 4 : re ponses 



BetD 



(E) <=> VxeI, [(e* - 1)«/]' = 2x 
On applique les resultats de la question 2 : 

[ 2 tdt = x 2 done les solutions de (E) sur I sont : 

J 0 

y : x i-> ~T~^ [ x2 + C] 
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En choisissant C 1 = 0 pour I = J-o°, 0[ et C 2 = 0 pour 1 = 10, + °°[ : 




La reponse A est fausse et la reponse B est bonne. 

• Cherchons si (E) admet une solution/ sur R. Si / existe : 



C lt C 2 constantes reelles. 

/doit etre continue et derivable sur R, done en 0. 
- Examinons la continuity en 0 : 



Pour que les limites de f en 0 soient finies, il faut necessairement que 
C\ = C 2 = 0. 






Done : 



fix) = x 

e - 1 



or lim 



v 



x 



= 1 (limite remarquable) 



Done : 



lim f(x) = 0 
0 



On pose alors /(0) = 0, et / est done continue sur R. 

De plus,/(0) = 0 est coherent avec (E) pour x = 0. 



- Examinons la derivabilite en 0 : 



x = JW-m = m = ^L. et lim t = 1 
x x e x - 1 *-> 0 

Done /est derivable en 0 (done sur R) et /'(0) = 1. 

En conclusion, (E) admet une unique solution sur R, definie par : 



/(*)-/( 0) _ fW 



et lim x = 1 



La reponse C est fausse et la reponse D est bonne. 
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* Esm Equation lineaire du 2 nd ordre 



Question 1 : reponse m 

• (E) admet toujours une infinite de solutions dans R. 

Resolvons l’equation caracteristique : 

r l + 0 )^ = 0 <=> r = tea on r = -m 

Les solutions reelles de (E) sont : y \ x i-> ^cos(coz) + ijsin(cox) 

La reponse A est fausse. 

• ^(0) = a et y'( 0) = b sont les deux conditions initiales de (E), equation 
differentielle lineaire du 2 nd ordre a coefficients constants. 



Pour a) = 2, l’equation (1) a pour equation homogene associee l’equation : 



La reponse B est bonne. 



y{x) = A cos (cox) + Zi sin (cox) 
y'{x) = -Acosin(cox) + iscocos(cox) 



Les conditions initiales s’ecrivent : 



«/( 0 ) = a 

y'{ 0 ) = b 




Finalement : 



y(x) = a cos (cox) + 



b 



sin (cox) 



co 



Les reponses C et D sont fausses. 



Question 2 : reponse □ 



On considere l’equation : 



y" + \y = 8x[2 cos(2x) - sin(2x)] (1) 



y" + 4i/ = 0 (B) 
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Les solutions complexes de (E) sont : 

y : x i-> Xe ai + ne' a ‘, A, et p constantes complexes. 

La reponse A est bonne. 

• D’apres la question 1, les solutions reelles de (E) sont : 

y ■■ x m> Acos(2x) + Bsm{2x) 

La reponse B est fausse. 

2 nd membre produit d'un polynome et d'une exponentielle 

Soit l’equation differentielle : 

ay" + by' + cy = e mx P[x) (F) d’equation caracteristique : ar 2 +br + c = 0 

avec a, b, c, m constantes complexes, a non nul et P un polynome. 

Une solution particuliere de (F) s’ecrit : 

y p (x] = e mx Q(x) avec Q un polynome. 

• si m n’est pas racine de l’equation caracteristique : degQ = degP 

• si m est racine simple de l’equation caracteristique : degQ = (degP) + 1 

• si m est racine double de l’equation caracteristique : degQ = (degP) + 2 

• Notons y p une solution particuliere de l’equation : 

y" + 4y = 8x [2 cos (2x)~ sin (2x)] (1) 

et notons y 2 une solution particuliere dans C de l’equation : 

y" + \y = 8xe 2ix (2) 

On a : cos(2a:) = 9te(e :i ‘ 5: ) et sin (2x) = 3m (e 2 ") 

done, d’apres le principe de superposition : 

y p =23ie(y z )-3rn(y z ) 

in = 2 i est racine simple de l’equation caracteristique co 2 + 4 = 0 
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done: y 2 (x) = e 2lx Q{_x) avec deg^ = (deg 5) + 1 = 1 + deg(8x) = 2 

y 2 s’ecrit alors : y 2 {x) = e 2ix (ax 2 + px + y) 

Or ye 2 “ est solution de l’equation homogene (E), done on peut prendre y = 0. 

On a : y 2 (x) = e 2,x (ax 2 + px) 

y' 2 [x) = e 2,x [2z(ax 2 + px) + 2ax + p] 

y" 2 (x) = e 2lx ]-4(ax 2 + (3x) + 4i(2ax + P) + 2a] 



En remplagant dans (2), on obtient : (8 i ax + 4 i B + 2a)e ilx = 8xe 2, 

f 8i a = 8 



Done : 



soit encore 



a = -i 
1 



P = ; 



[4 i p + 2a = 0 

Finalement : y 2 (x) = ^-ix 2 + ^je 2lx = ^-ix 2 + ^ j[cos(2x) + z'sin(2x)] 

On obtient alors : y p (x) = 291e(z/ 2 (x)) -Zm(y 2 {x)) 

y„W = 2 



— cos(2x) + x 2 sin(2x) 



-x 2 cos (2x) + ^ sin (2x) 



Done les solutions de l’equation (1) sont : 

y^ (x) = (x 2 + x + A)cos(2x) + ^2x 2 - ^ + i?jsin(2x), (A, B) e R 2 

et : y\{x) = (4x 2 + x + 2B + l)cos(2x) + | -2x 2 + 2x - 2A - ^jsin(2x) 

Les conditions initiales s’ecrivent : 



I* t0, = 1 o \ A = 1 o (^ = 1 

Vj(0) = 1 [25 + 1 = 1 [5 = 0 
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La solution de (1) telle que y^i 0) = 1 et y\ (0) = 1 est done : 



yfx) = (x 2 + x + l) cos (2a;) 



2x z - — ] sin (2a;) 



Les reponses C et D sont fausses. 



Question 3 : re ponses 



CetD 



G est la primitive de g ■. x fix) cos (2a:) telle que G(0) = 0 

H est la primitive de h : x i-> fix)sm{2x) telle que Hi 0) = 0 

G etH existent car g et h sont continues sur R. 

G etH sont derivables, et : 



H'(x) = /(a:) sin (2a;) 



En l’absence d’hypothese sur la derivabilite de /, il est impossible de 
savoir si G et H sont deux fois derivables. Par exemple, en prenant 
fix) = \x\, il est possible de montrer que G’ n’est pas derivable en 0. 

La reponse A est fausse. 



• Fix) = — [ /(t)sin(2x - 2t)dt 

2 Jo 

1 r x 

= - /(t)[sin(2x)cos(2t)-cos(2a:)sin(2t)]dt 

2 Jo 

= - sin(2z) f /(t)cos(2t)dt -cos(2z) I /(t)sin(2t)dt 
2 |_ Jo Jo 

= - [sin (2x) Gix) - cos (2x) Hix)~\ La reponse B est fausse. 

• G, H, sin, cos sont derivables sur R, done F est derivable sur R par 
operations : 

F'ix) = ^ [2 cos ( 2x ) Gix) + sin (2x) G'ix) + 2 sin (2x) Hix) - cos (2x) H'{x)~\ 

\ 

= cos {2.x) Gix) + sin (2x) Hix) + — sin (2a:) cos (2x) [ fix) - fix)] 

= cos (2x) Gix) + sin(2a:) Hix) 
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G, H, sin, cos sont derivables sur R, done F est derivable sur R, autrement 
dit F est 2 fois derivable sur R, et : 

F"[x) = -2sm(2x)G(x) + cos 2 (2x) fix) + 2cos(2 x)H(x) + sin 2 [2x) fix) 
F"ix) = - 4 Fix) + fix) car cos 2 (2x) + sin 2 (2x) = 1. 

F"ix) + 4 Fix) = fix) done F est solution de l’equation (2). 

La reponse C est bonne. 

Compte tenu de la question 2, les solutions de l’equation (2) sont alors : 
y : x i-> Acos(2x) + £sin(2x) + .F(z) 

La reponse D est bonne. 



QCM 4 



Changement de variable 



Question 1 : rep onses 



BetC 




Pour I = [0, + °°[ , 
derivable en 0. 



x = ft ne convient pas car t i-> ft n’est pas 2 fois 

La reponse A est fausse. 



• Pour I = ]0, + , x = e x convient car cp : t i-> e* est une bijection de R 

dans I, 2 fois derivable sur R, et sa reciproque (p _1 : x i-> t = \nx est 
aussi 2 fois derivable sur I. 

La reponse B est bonne. 



• (v f e K, z(t) = <=> (V x e ] 0, + °°[, yix) = z(\nx)) 

Done z = yoex p et y = zo In , et par composition, exp et In etant 2 fois 
derivables : 

[y est 2 fois derivable sur ]0, +<=>[) <=> (z est 2 fois derivable sur R) 

La reponse C est bonne. 
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• Effectuons dans (E) le changement de variable y[x) = z(lni) avec x = e*. 

1 i 

V x e 10, + <*>[ , y'(x) = z'ilnx)— = z'(t) e ' car — = e‘ 

x x 

y"(x) = z"( ln*)^ + z'Onz) = [z"(t) - z’{t)\ e~ 2t 

En remplagant dans (E), on obtient : 

Vt e R, e 2t (e~ 2t ) [z"(t) - z'(t)] + z(£) = 0 , done z est solution de 
z"-z' + z = 0 (1) 

La reponse D est fausse. 



Question 2 : re ponse 

L’equation caracteristique de (1) s’ecrit : r 2 - r + 1 = 0 (C) . 

A = -3, done (C) a 2 racines conjuguees : r 1 = - + ^ et r 2 = i\ . 



Les solutions de (1) sur R sont done : 



z : t e‘ ' 



V3 

Acos| 1 | + £sin 



V3 



v 2 y 






ou encore : 



z : t i-> a e I/2 cos| t + cp |, (a,cp)eR 2 



et les solutions de (E) sur ]0, + ~[ sont alors : 



y : x i-> 



•Jx 



A cos 



V3, 

— In x 
2 



- B sin 



1 V3 . 

— lnx 

v 2 j 



.. (A, B) i 



ou encore : 



y : x i-> a4x cos 



Vs, 



lnx + cp , (a,<p) e R 2 



La reponse A est bonne, les reponses B, C et D sont fausses. 
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A et C 



Question 3 : re ponses 



1 



• On a /' = / o y avec \\i ■. x h-> — derivable sur ]0, + ~[ a valeurs dans 
]0, + =°[. x 

/ est derivable sur ]0, + <*>[, done par composition /' est derivable sur ]0, + °°[, 
et par consequent / est 2 fois derivable sur ]0, + °°[. De plus : 

f"[x) = f’{ -j = done x 2 f"{x) + f[x) = 0 et/est solution 

de (E). 

La reponse A est bonne. 

• Reciproquement, si / est solution de (E) : 






(a + B V3) 



COS 



V3. 

— Ini 
2 



■ (i? - A%/3)sin 



'Vs. ^ 

— Inx 
2 



et f[ — \ = -1= Acos 
\x) 4x 



A Vs, 

— Inx 
2 



v 



-B sin 



V3, A 
— Ini 
2 



car ln| — | = -lnx 

^x. 



f est solution de (P) si et seulement si : • 



—(A + B V3) = A 



<=> 



A = B^J 3 



±(b-aS) = -b 

La reponse B est fausse. 

r r r r \ i r r V 

f(x) = 2Bslx 

Les solutions de (P) sont done : 

f : x 1-4 a Vx cos 

La reponse C est bonne et la reponse D est fausse. 



\J3 

— COS 


'Vs, ' 

— Inx 


1 

+ - sm 


rvs. ^ 


= 2 B 4x cos 


rvs, ^ 


L 2 


2 ; 


2 


l 2 J 




l 2 6 J 



\/3 . n 

— Inx — 
2 6 



a e . 
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Courbes parametrees 

(d'apres EPL1991) 

— ^ > 

Le plan est rapporte a un repere orthonorme direct (0, i , j ) d’axes (x'x) et («/' #). 

{ X = CL COS 3 t 

y = a sin 3 t 



28 est la courbe de representation parametrique : 



x = 



u + 2 
m 2 - 1 



y = 



2u 

u 2 - 1 



Question 1 

Un segment [AS] varie de fagon a ce que A e (x'a:), S e (y’y) et AS = a (a > 0 fixe). 
C est le point tel que OACB soit un rectangle. On note t une mesure de Tangle 
( i , OC ) (mod 2n), et M le projete orthogonal de C sur [AS], 

Q Le point C a pour coordonnees (a cost, asint), done AS a pour 
coordonnees (-a cost, - a sint). 

Une equation de (AB) est : (cos t) x + (sin t) y - a cos t sin f = 0. 

Q M est le lieu de M. 

Pour t * {ke Z), (AS) est tangente aM enM. 



Question 2 

On note M(t) le point de si de parametre t. 



□ 

□ 



si est de periode 2jt, done il suffit d’etudier si pour t e [0, 27i], puis 
d’utiliser des translations pour completer si. 



II suffit d’etudier si pour t e 
completer si. 



0, - 
4 



puis d’utiliser 2 symetries pour 



La tangente en M{ 0) est : 
Q ( x'x ) 

□ (y'y) 
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Question 3 

On note M(u) le point de SB de parametre u. 

M ^ — j est le symetrique de M(u) par rapport a £1 (-1,0), done il 
suffit d’etudier SB pour u e ]-l, 1[, puis d’utiliser une symetrie pour 
completer Jl. 

II existe 2 valeurs a et P de u telles que x'(u ) = 0 , avec a < -1 < 0 < (3. 
SB admet pour asymptotes les droites d’equation : 

y = f (* - a ) 

□ y = 2x 



Question 4 

Soit r la courbe d’equation : - 4x 2 + 4 xy + 3y 2 -8x + 4y = 0. 

Q Si r est une conique, e’est une ellipse. 

0 SB = r-{0} 



Pour ii e 1 - 1, 1[, la representation graphique de SB est : 
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^lWlW4-1 



Autour de la cardioYde 



QCM 2 



Le plan est rapporte a un repere orthonorme direct ^0, 
On appelle cardio'ide la courbe % d’equation polaire : 



j | Soit a e ] 



r = a(l + cosG) 

— ^ ^ 

Soit u (0) = (cos 0) i + (sin 0) j et M(0) le point de % de parametre 0 : 

OM (Q) = r(Q)u( Q) 



Question 1 



□ 

□ 



On peut se contenter d’etudier <6 pour 0 g [0, it], puis utiliser une syme- 
trie pour completer c 6. 



Si, pour 0^0 [n], on note VT angle 




[ti], alors : 



tanV = tan | - + — 
2 2 



II y a exactement 2 points de ou la tangente a % est parallele a (Oy). 
Q M( 0) est un point singulier. 



Question 2 

La representation graphique de % est : 
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Soit D a la droite passant par 0 dirigee par m( 0), et C x le cercle d’equation 
polaire : 

r = acos0 

Q D e coupe % en 2 points M et M' tels que MM’ = a, et le cercle 
Cj en un point I^O. 

I est le milieu de [ MM']. 

Question 3 

Soit 2 ? une parabole de foyer 0 et directrice D, et soit AUe projete orthogonal de 
0 sur D. 

Q Le parametre p de 9 est tel que OK = 2 p . 

| Le sommet de 5P est le milieu de [OK\. 

Une equation polaire de S? est : r = p[_ 1 + cos(0 - a)]. 

Me? <=> OM = KM 



Question 4 

Soit A le point de coordonnees (a, 0), et C le cercle de centre A passant par 0. 
On cherche l’ensemble r des sommets S des paraboles 2P de foyer 0 passant 
par A. 

Q Soit S ? est une parabole de foyer 0 et directrice D : 

A e SP <=> D est tangente au cercle C 

Pour Me C, on note 0 = f i , AM^j [2n\ D la tangente enMaC, et A' le projete 
orthogonal de 0 sur D. 

On a : 



Q OK = a (1 + cos 0) m(0) 

Q OK = ct (1 — cos 0) m(0) 
r est la cardioide c 6. 
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^lWlW+ 



QCM 3 



Inverse d'une courbe 

(d'apres EPL 2009) 



Le plan P est rapporte a un repere orthonorme direct \0, i , j . 

On note P* = P-{0}. 

Soient les points F et F’ tels que 0 soit le milieu de [Fi 7 '] et FF' = 2 a (a > 0), 
F etant d’abscisse positive. 

Soit L a l’ensemble des points M du plan tels que MF x MF' = a 2 . 



Question 1 

Une equation cartesienne de L a est : 



(x 2 + y 2 f = 2a z (x 2 - y 2 ) 



Jl {x 2 + y 2 f = Za 2 (y 2 - x 2 ) 



Une equation polaire de L a est : 



p 2 = 2(^008(20) 



Q p 2 = 2a 2 sin (20) 



Question 2 

Soit r a la courbe d’equation polaire : 

p = a^J 2 cos (20) 

— ^ ^ ^ 

Soit u 0 = (cos 0) i + (sin 0) j , et M(0) le point de r a de parametre 0 : 

OM(Q) = p(0)^e 

Q On peut se contenter d’etudier r a pour 0 e 
trois symetries pour completer r„. 

[K r a est symetrique par rapport a 0, done L u = F u . 

Q En M( 0), la tangente a r a est [Ox). 

Q r a admet la droite d’equation y = x comme tangente, et se situe 
au-dessus de cette tangente. 



0, 



, puis utiliser 
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Question 3 

On definit <8 par ‘S(M) = M' tel que : 

| les points 0, M , M' sont sur la meme demi-droite issue de 0 
[OM x OM' = 1 

Q ‘S est une application de P dans lui-meme. 

‘S est une bijection de P* dans P* , et C S~ 1 = C S. 

‘S est l’application de P * dans P * qui au point M d’affixe z fait 

1 

correspondre le point Af d’affixe z’= — . 

z 

Q ‘S admet un unique point invariant. 



Question 4 

On considere la courbe C a d’equation : 

x 2 -y 2 = 2 a 2 



Q C a est une hyperbole equilatere de foyers F et F'. 

C a est une hyperbole equilatere dont les directrices passent 
par F et F'. 

Q Une equation polaire de C a est : 



□ 






C ± 

l V2 



L ± 

■J2 



p 1 cos (20) = a 2 
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^lWlW+ 



QCM 4 



Geometrie de I'espace et 



coniques 

L’espace est rapporte au repere orthonorme direct 
plan \0, i , j . 



-> -> ->■ 
0, i , j , k 



. On note P le 



Soit a > 0. On considere les droites : 



D : y = z + a = 0 



D' : x = z - a = 0 

Soit M un point de D d’abscisse X, M' un point de D' d’ordonnee p (A, et p etant 
de meme signe), et H le point d’intersection de [MM') avec le plan P. 

Question 1 



Q D n D'= 0, done D est parallele a D'. 

Les equations parametriques de la droite (MM') sont : 



□ 



□ 



x = X-Xt 

■ y = p t (t e R) 

z = a(l + 2t) 

H a pour coordonnees 7 - 



□ 




x = X + Xt 
• y = \i-t 
z = a( 2 t - 1 ) 



(t e R) 



Question 2 

Soit S a la sphere de centre 0 et de rayon a, et r l’ensemble des points H tels que 
(MM’) soit tangente a S a . 

La distance d’un points a une droite passant par B et dirigee par u est : 



□ 



AB • u 



u 



□ 







-> 


AB a 


u 




— > 






u 





Q (MM’) est tangente a S a si et seulement si Xp = 2 a 2 . 



□ 



r est une hyperbole du plan P d’equation xy = a 2 dans 
le repere 0 , i , j . 
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Question 3 

On prend dans cette question X = p = a- 

Soit Z la sphere de diametre [MM'], et Q le plan contenant 0 , M et M'. 

Soit % l’intersection de Z et Q, et % la projection orthogonale de % sur le plan P. 



□ 

□ 

B 

□ 



L’intersection d’une sphere et d’un plan est toujours un cercle. 

La projection orthogonale d’un cercle sur un plan est toujours une ellipse. 

x l + y l + z 2 - ax -ay -a 1 = 0 



( * 

% a pour equations dans 0, i , j 
( * 

% a pour equation dans \U, i , j 



x - y + z = 0 

x z + y l - ax - ay - a 2 = 0. 



Question 4 



— ^ ^ 

Soit ^ a la courbe du plan P d’equation dans | 0, i , j 



X 



a 



a 



a 



y -xy — x — y = 0 



Q Si % a est une conique, sa nature depend de a. 

K — ^ 

Soit r la rotation d’angle — , V = 



r i 



J = r J 



L’equation de <% a dans le repere orthonorme 0, i', j' est : 



3 y' 1 



•^2x'-a 2 = 0 



, a pour representation graphique dans le repere \0, i , j \: 
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Courbes parametrees 

Question 1 : re ponses 



CetD 



• f = i , OC j [2n] done OC = a u t oil u t est le vecteur unitaire d’angle 
polaire t : 

0 



— > 


cost 


acost 


acost 


Ut 


done C 


, A 


, B 




sint 


asmt 


0 



osmf 



et 



AB 



-a cos t 
a sint 



La reponse A est fausse. 



M (x,y) e (AB) o det(AM,A5) = 0 



<=> 



x- a cost -a cost 
y a sinf 



= 0 




Une equation de (AB) est done : 

(sin t) x + (cos t) y - a cos t sin t = 0 

La reponse B est fausse 

• Cherchons les coordonnees de M, projete orthogonal de C sur (AB) : 



Soit M 



En remarquant que AB 



— > 
u 



sint 

cost 



CM colineaire a u 



[CM LAB 
( 1 ) ( . . . <=^> 

l M e {AB ^ j M e (AB) 



( 1 ) <=> 



( 1 ) « 



x - a cost = X sint 

y - a sint = X cost (kR) 

(sint) x + (cost) y -a cost sinf = 0 

x = X sint + a cost 
y = X cost + a sint 

(A. sint + a cost) sint + (?i cost + a sint) 
cost - a cost sint =■ 0 (2) 



(2) <=> X (sin 2 1 + cos 2 1) = -a cost sint <=> X = -a cos t sin t 
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Done M a pour coordonnees : 



x = a cos t - a sin" 1 t cost = a cos 3 1 
y = a sin t - a sin t cos 2 1 = a sin 3 1 



Done le lieu de M est si. 



La reponse C est bonne. 



Pour t*k — (k e Z), la tangente h si enM est dirigee par si ^ # o’ 



soit 



dt 



dt 



dM 

dt 



dM 

dt 



= 3 sint cost 
5o 



x'= -3 a sint cos 2 1 
y' = 3a sin 2 1 cos t 
a cost 



a sint 



= 3 sint cost AB 



Alors est colineaire a AB et Me (AB ) , done (AS) est tangente a M enM. 
dt 

La reponse D est bonne. 



Question 2 : re ponse 



M(t) 



x(t ) = a cos 3 1 



x et y sont de periode 2n, done si est de periode 2 ji, 



y(t) = a sin 3 1 

et on obtient la totalite de la courbe si en prenant t dans un intervalle de 
longueur 2n. 

La reponse A est fausse. 



On note s D la symetrie orthogonale par rapport a une droite D. 



M(-t) 



x(-t) = x(t) 
y(-t) = - y(t ) 



done 



V*) ■ M(t) M(-t) 



On peut des lors restreindre l’etude de l’intervalle [-n, 7t] (de longueur 2n) 
a l’intervalle [0, jt], puis completer si. par la symetrie s {x ’ x) . 

t et 7t - t sont symetriques par rapport a — , et M( n - 1 ) 
done : ^ 



x(n - t) = -X(t) 
y(7t - 1 ) = y(t) 



valle 



: M(t) i-^ M(n - 1) : on peut des lors restreindre l’etude a l’inter- 

puis completer si par les symetries s ( , } et s . 



0, - 
2 
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t et H - f sont symetriques par rapport a — , et M ^ - 1 





{ 71 ^ 


X 


-~t 




U J 




n ) 


y 


J- C J 



done : s A : M(t) i-> -tj avec A : y = x - 

On peut des lors restreindre l’etude a l’intervalle 0, — , puis completer si 
par les 3 symetries s A , s (yW et s lx . z) . L J 

La reponse B est fausse. 

a rlM -» 

• M( 0) 

stationnaire. 

Notons A = M( 0). La droite (AM) a pour coefficient directeur : 

y(t) - y( 0) 



a dM — ^ 

et (0) = 0 d’apres la question 1, done M( 0) est un point 

0 dt 



m(t ) = 



x(t)-x( 0) 



m(t) = 



a sin t 



sin t 



a (cos 3 1 - 1) (cos t - l)(cos 2 1 + cost + 1) 
f sint^ 

l t 



sint 



fl -cost) I 2 + , 1 \ 

-I — p — I ( cos t + cost + lj 



lim 

H 0 



sint 

t 



= 1 



et 



lim 

t-> 0 



1-cost 

f 2 



done 



lim m(t) = 0 



La tangente a si en M(0)a pour coefficient directeur lim m(t), done : 

la tangente a si en 1/(0) est (x'x). 

La reponse C est bonne et la reponse D est fausse. 



Question 3 : reponse □ 



• V asK-j-l, 1} : M(u) 



x(u) = 



u + 2 
m 2 - 1 



y(u) = 



2 u 

u 2 - 1 
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et 



M \ - 



x - = 



+ 2 



u 



u + 2u 



JL _ i 1 - u 2 

u 2 



2 u 



l -« 2 

u 2 



= -y(u] 



Le milieu de | M(u), M \ — 



a pour coordonnees 



1 


MY 




x(u) + x\ — \ 


2 


\u) 


1 


" , MY 




y(u) + y\ - 


2 


L 



= -l 
= 0 



done M — est le symetrique de M(u) par rapport a £2 (-1, 0) . 



Pour u e ]— 1, 1[ - {0} , 1 decrit. - 1[ u ]1, + °°[, done il suffit d’etudier 
u 

9 8 pour u e ]-l, 1[ , puis de completer par la symetrie par rapport a £2, sauf 
pour M( 0). 

La reponse A est bonne. 



drtf 

du 



x'(u) = - 
y'(.u)= - 



u 2 + 4 u + 1 _ (m-oc)(m-|3) 



[u 2 -l) 
2 [u 2 + 1) 



K-l) 



avec 



(« 2 -l) 

a = -2 - V3 = -3, 7 
(3 = -2 + V3 = -0,3 

a < -1 < (3 < 0 



La reponse B est fausse. 



• lim x(u) = et lim y(u) = +°= done 98 admet une branche infinie au 

u— » -1+ u — > -1 + 

voisinage de -1. 

— (m) = ^ ll - 2 done 98 admet une direction asymptotique y = -2x 
x u + 2 «-> -i 



(y + 2x)(u) = 



u - 1 «-» - 1 



-2 



done 98 admet l’asymptote : y = -2x - 2. 
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• lim x(u ) = et lim y(u) = done SB admet une branche inflnie au 

M-> 1_ U-¥ 1_ 

voisinage de 1. 



avec a, b, c, a, (3, y reels, (a, b, c) * (0, 0, 0) et A = b 2 - 4ac . 
r est vide, ou un point, ou la reunion de droites, ou un cercle, ou une 
conique. 

Si e’est une conique ou un cercle, r est une parabole si A = 0, une ellipse 
ou un cercle si A < 0, une hyperbole si A > 0. 

• - 4x 2 + \xy + 3j/ 2 - 8x + 4y = 0 donne : A = 16 + 4 x 4 x 3 = 64>0. 

Done, si r est une conique, e’est une hyperbole. La reponse A est fausse. 

• ® admet deux asymptotes et un centre de symetrie £2, done il est possible 
que 31 = r. 

Equation cartesienne de SB : 



— [u] = ^ u £ done ® admet une direction asymptotique y = -x 

x u + 2 1 3 3 



u + 2 1 3 







Courbe du second degre 

Soit la courbe r d’equation : ax* + bxy + cy i +ax + $y + y = 0 



u + 2 



M{x, (/)e9B <=> 3«el- {— 1, 1}, (1) 




et 



( 1 ) <=> 
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4 IT 

En remplagant dans (Lj), on obtient : (2x - y) — j - 1 = 4 

l(2x-y) 



SOit : 



■Ax 1 + 4 xy + 3 y 1 - 8x + Ay = 0 



Done : (1) <=> 



•j 2 x-y 

[ - Ax 2 + 4 xy + 3 y 2 - 8x + Ay = 0 (2) 



u - — - — avec 2x - y * 0 



Or : u = 1 ou u = -1 <=> u 1 = 1 o 4 j/^ = (2a: - y) 



On aurait alors, d’apres (2), 2x-y = 0, ce qui est impossible. 



Done : 



Me® <=> 



| - Ax 2 + Axy + 3y 2 - 8x + Ay = 0 (2) 

L 2x-y ±0 



Dans (2), 2x - y = 0 donne y = 0 et x = 0, e’est-a-dire M=0, done 28 = r - {0}. 



D’apres la question 3 : la reponse C est bonne et la reponse D est fausse. 



A et B 



/• et u (0) sont de periode 2 tt, done on obtient toute la courbe % en l’etudiant 
sur un intervalle de longueur 2 n: \ a, a + 2n\ . 

r(— 0) = r{Q) done s l0x) : M(0) i-> M(-0) : on peut des lors restreindre 
l’etude a l’intervalle [0, jc], puis completer ^ par symetrie par rapport a 
l’axe Ox. 



La reponse B est bonne. 







Autour de la cardio’fde 



La reponse A est bonne. 
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